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Esercizio 1

Per prima cosa notiamo che (vi,va,...,vy) = (v1) + (va) + ... + (vy) & sempre vero,
indipendentemente dal fatto che vy, vso, ..., v, siano tra loro linearmente indipendenti
0 Mmeno.

A questo punto resta da dimostrare che (v1) @ (va) ®... D (vy) se e solo se vi,Va, ..., Vy
sono linearmente indipendenti.

Prop. Dimostriamo che se U @ (w), con uy,ug,...,u, base di ¥ = uy,ug,...,u,, w
sono linearmente indipendenti:
se (per assurdo) fossero linearmente dipendenti = 3 ag,ay,as, . ..,a, non tutti
nulli tali che aju; + ...+ a,u, + aow = 0:
seay#£0=>w= —%(alul + ...+ ay,u,) = w € U = CONTRADDIZIONE perché
per ipotesi U & (W);
se ag = 0 = uy,us, ..., u, sono linearmente dipendenti: CONTRADDIZIONE perché
up, Uz, ..., U, base di U
= Ui, Uz, ..., Uy, W sono linearmente indipendenti.

= (v1)® (va) = (v1)N{vy) = (0) = vy, vy non proporzionali = vy, vy linearmente
indipendenti;
((v1) ® (va)) ® (v3) = vy, Va, vy linearmente indipendenti per la proposizione
appena dimostrata;

Continuando cosi alla fine avro ((v1) ® (va)®... & (vp_1)) D (Vn) = V1,Va,...,Vy
linearmente indipendenti per la proposizione appena dimostrata.

< vy, Vg linearmente indipendenti = (vy1) @ (va): ovviol!
V1, Va, Vs linearmente indipendenti = ((vi) @ (va)) @ (vs): infatti se 3 k €
R | kvg € (v1) ® (va) = V1, Va, v3 linearmente dipendenti = CONTRADDIZIONE;

Continuando cosi alla fine avro ((v1) @ ... ® (vp_1)) ® (vy): infatti se 3 k €
R | kvy € (Vi) ®...® (Vy_1) = V1,Va,..., Vv, linearmente dipendenti = CON-
TRADDIZIONE.

Esercizio 2
dim(W;) = 3, mentre dim(W,) = 4 = per la formula di Grassmann dim(W; N W) e
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almeno 1 = la somma non ¢ diretta.

Esercizio 3

Ipotizziamo per assurdo che dimg(R?) = n con n finito = presi comunque n + 1 vettori
di R?, questi sono linearmente dipendenti.

Prendiamo come vettori (1,0), (7,0), (7%,0), ..., (7", 0): poiché sono linearmente dipen-
denti 3 ay, ..., an4+1 € Q tali che a1(1,0) + az(m,0) + ... + apt1 (7", 0) = (0,0).
Guardando la prime componenti otteniamo a; + asm + ... + a, 17" = 0.

Considero ora il polinomio f(z) = a; + asr + azz® + ... + a, 12" € Q[z]: dunque
f(m) = 0= m ¢ laradice di un polinomio a coefficienti razionali = 7 non ¢ trascendente
= CONTRADDIZIONE = dimg(R?) = cc.

Esercizio 4
Usiamo la definizione di sottospazio vettoriale:

¢ 0 €Ty, infatti  tr(0)=> az=» 0=n-0=0
=1

i=1

o A= (aij),B: (b,]) EI() = A+B: (aij ‘|‘b23)

n

tr(A+ B) :Z(aii+bii) :Zaii+zbii =04+0=0
i=1 i=1

i=1
o A= (aij) € Io,C ER=cA= (C(lij>

tr(cA) = Z(caii) = C-Zaii =c-0=0

i=1 i=1



