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Esercizio 1

(a) E uno spazio vettoriale; basta vedere che le 8 proprieta degli spazi vettoriali sono
soddisfatte da elementi di R e che Q ¢ un sottinsieme di R.

(b) Non ¢ uno spazio vettoriale, infatti se prendiamo come elemento di R /2 e come
elemento di Q 1, quello che otteniamo ¢ v/2-1 = /2, che non & un elemento di Q.

(¢) E uno spazio vettoriale:

b f?g € C[a,b} = <f+g) € C[a,b]:
Ve >0 34 tale che |[x — x| <= [(f+9)(x) — (f+g9)(z0)] <€
ora |(f+g)(z) = (f+9)(zo)| = [f(2) +g(x) = f(z0) — g(x0)| = [f(x) — f(20) +
9(x) = g(xo)| < [f(x) = flxo)| + 9(z) — g(wo)| <€
poiché f, g € Clay = V5 > 0 3 0y tale che |z —xo| < 05y = |f(2) — f(20)| < §
e 3 6, tale che |z — 29| < 6 = |g(x) — g(x0)| < §, Vo € [a, b]
prendendo ¢ := min{ds, d,}
= |f(x) = flzo)| < 5 se |z —xo| <6<
|9(x) = g(o)| < 5 se [z — x| <5 <9y
= [(f +9)(x) = (f + 9)(wo)| <& se |z —xo <
° f € C[a,b] eceR= (Cf) € C[a,b]3
|(c-f)(@) = (c-f)(xo)| <& V|r — 0| <
(e f)(x) = (- f)xo)| = |e- flx) —c- f(l“o)| | - [f (@) = f(o)| < el

se T e xg sono tali che |x — xo| < 0 = |f(x) — f(x0)| <

|C|

SVL f,9,h € Clapy allora ((f +g) + h)(x) = (f + g)(2) + (h)(z) = f(z) + g(z) +
W) = f(z) + (h+g)(x) = (f + (9 + h)(2);

SV2 se 0(z) & la funzione identicamente nulla su [a, b] (che ovviamente & continua)

(f +0)(z) = f(z) +0(x) = f(x) + 0 = f(x);

SV3Vf € Clapy sia (=f)(x) = —f(x), allora (f + (=f))(z) = f(z) + (= f(2)) =
f(z) — f(x) =0 = 0(x) funzione identicamente nulla;



SV4 (f +g)(z) = f(z) + g(x) = "g(x) + f(z) = (9 + [)(2);

SV5 (e(f+9))(x) = ¢-(f+9)(x) = - (f(2)+g(x)) = cf (x)+e-g(x) = (e-f +e-g)(2);
SV6 ((k+h)- f)(@) = (k+h)- f(z) =k fx)+h-flx)=(F-f+h- ()
SV7 ((kh) - f)(x) = (kh) - f(z) = khf(x) = k(hf(z)) = (k(h - f))(z);

SV8 (1-f)(x) = 1-f(x) = f(x).

(d) E uno spazio vettoriale.

8
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() E uno spazio vettoriale:
M, (R) & uno spazio vettoriale, per cui basta far vedere che 0 ¢ una matrice sim-
metrica e che date A e B matrici simmetriche e ¢ € R = A + B e c¢A sono
simmetriche:

e 0 ¢ la matrice nulla, che ¢ simmetrica;

o A= (aij) e B= (b”LJ> matrici simmetriche = Q5 = Gj; € bij = bji =
(A+B)ij = (aij + bij) = (aj; + bj;) = (A+ B);i = A+ B ¢ simmetrica;

o A = (a;;) ¢ simmetrica e ¢ € R, a;; = a;; = ca;; = ca;; dunque cA e
simmetrica.

Esercizio 2
A ¢ invertibile =T, =A- A =1, = (I,)= (A-A )= (A" (4) =
t(‘Afl) — (t‘A)fl

Esercizio 3
Per far vedere che ¢ un sottospazio vettoriale usiamo la caratterizzazione usata nell’e-
sercizio 5(e):

e sappiamo che 0 € W; e 0 € W, in quanto W, e W, sottospazi vettoriali di V,

dunque 0+ 0 € W, + Wh;

oa,b€W1+W2:E|a1,b1GWleag,bQEWQ|a:a1+ageb:b1+b2:
a+b=(a1+a)+ (b +bo) =2(ar +bi) + (az +ba) € Wi + Wy ;
—— N —

eEWr eEWs
e a EW + Wy, ce€R=clag +as) = cay + cas € Wy +Ws
~—
eEWr eWs

lyvale I'ugualianza perché ad x fissato f(z) e g(x) sono valori reali

2uso la, proprietd commutativa di V



Esercizio 4

Basta notare che W, + Wy = W, x Wh, in quanto au; € W; e aus € W, perché W, e

W, sono sottospazi vettoriali.

Esercizio 5

(a) si;

(b) non & uno spazio vettoriale, infatti se ad esempio prendiamo i vettori v; = (1,0, 0)

e vo = (0,0, 1), abbiamo che vy + vy = (1,0,1) & Wh;

(c) Wj ¢ lo spazio vettoriale nullo, infatti I'unico punto di R? che appartiene a W; ¢

il punto (0,0, 0);

(d) non e uno spazio vettoriale; per vederlo basta prendere v; = (0,0, 1) e notare che

2"01¢W4.

Esercizio 6
M, (R) ¢ spazio vettoriale, dunque:

ea=0=0€06;

(50)+ (5 S)EM

OCER:>C( 0 a)z(
—a 0 —ca

Esercizio 7

(a) | =1 0 O

2 -2 0 0 1 O
05 0 3 -1 -1
00 0 3 b
00 -1 -3 1]
00 0 0 —1 1
IL‘l——%

(b) { z2=73
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a+b

)

(a+b)

0
—(a+10) 0
1 0
1 _% !
1-1 -1
-1 -3 0
1
-3 1
0 1 0
3 -5 -1
5 _1 _1
2 4 2
8§ _3 _4
5 ? 5
0 -1 1
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(c) 3 oo! soluzioni del tipo (2 — 6t,1 —t,—4t,t) con t € R.



