AMS5: Tracce delle lezioni- IV Settimana

MISURA PRODOTTO E TEOREMA DI FUBINI
Siano p, v misure su X, Y, 3, 3, le classi dei misurabili. Per ogni S C X xY ¢

(1 x v)(S) :==inf{d_ pu(A;)v(4;): SCU;R;, R;j:= AjxB; €%, x%,}
J

Proposizione 1. p X v é misura (esterna) su X x Y.

Dato S in X x Y, le sezioni di S sono
Sy ={y: (x,y) € S}, VxrelX, SY:={x: (z,y) €S} YyeY
E o (US))a = Ui(S))as (M3 S5)z = N;(:S;)a-

Indicato R = AxB € ¥, x ¥, un rettangolo misurabile, valgono le
basilari relazioni

v(Ry) = v(B)xa, uAW(B) = [ v(R)dy

Proposizione 2.
(i) (uxv)(AxB) = W(Au(B), YR=AxBeEY, x5,

(i) RiNRy=0= (uxv)(RIURy) = (uxv)(Ry) + (1 v)(Re)
(i) S, X5, C Sun

Prova. (i) RCU;R;,R; = A;jxB; € £,x%, = v(R,) <
pAw(B) < 35 u(A;)v(B;) = M(A)V(B) < (uxv)(R) <

(ii) Se RiURy C UR]-, Rj = flj x B; € ¥, x ¥, allora
V((R1)z) + v((R2)a Z (X V)(Ri) + (1 x v)(Ra) < 37 u(Aj)v(By)
= (pxv)(B1) + (pxv)(Ry) < (p X v)(B1 U Ry)

(ili) Intanto (uxv)(R) = (uxv)(RNQ) + (L xv)(R\Q) VR,Q € X, x%,
in virtd di (ii), perché R\ @ é unione di (due) rettangoli disgiunti misurabili.
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Quindi,seTCXxY,TCUjRj,Rj:ijBjEZuXEV é
(W x )T\ R) + (pxv)(TOR) < (pxv)(U;(R; \ R)) + (uxv)(U;(R; N R)) <

)
< Z[(MXV)(Rj\R) + (W xv)(R;NR)] =
—ZMXV ZM

e quindi, passando all'inf  (ux v)(T\ R) + (uxv)(TNR) < (uxv)(T).

Nota. Abbiamo provato il "Teorema di Fubini’ per i rettangoli (infatti per
funzioni caratteristiche di rettangoli): se R = A x B, allora

(1% V)(R) = p(A)(B) = [ v(Ro)dp = [ p(R")dv

Ci6 vale anche per un plurirettangolo P = U, R; se I?; sono rettangoli disgiunti:
V(P,) = 5, (B;)x4, é misurabile e, da 35,(5 x v)(R;) = | 5 [((Ry).)] dp, segue

() ux )P = [v(P)dp = [ p(PY)dv

Ora, ogni plurirettangolo P = U;R;, R, = A; x B; € ¥, X ¥, si pud scrivere come
unione di rettangoli disgiunti (se Ry = Ry, Rpi1 = Rus1 \U" R, é U;R; = Ujﬁj
e R; si pud a sua volta scrivere come unione disgiunta di rettangoli misurabili!).
Quindi v(P,) é misurabile e (%) vale per ogni plurirettangolo P.

Lemma: Fubini per intersezioni di plurirettangoli.
Siano P; plurirettangoli, S = N;P;. Sia (u x v)(P;) < co. Allora
(i) x = v(Sz), y — p(SY) sono misurabili

(i) (nxv)(S) = Jx v(S)du = [y u(SY) dv

Prova. Se P = U;R;, P =U,R; allora PN P = U;;R; N R; é plurirettangolo, e
quindi, sostituendo eventualmente P, con N}_, P;, possiamo supporre P, 11 C B, Vn.
Quindi , da (uxv)(P;) < oo segue (uxv)(S) = lim;(uxv)(P;) = lim; [y v((P;).)dp.
Siccome [y v((P1).)dp = (u x v)(P) < oo, é v((P1)z) < oo gq.o.z, e quindi
v((Pj)z) — v((N;(P;)s) = v(S;) per quasi ogni x e quindi  — v(S,) é misurabile.
Infine, lim; [y v((P}).)dp = [x lim; v((P;),)dp (convergenza dominatal)



Proposizione 3 (Regolarita della misura prodotto). Per ogni T C X x Y
esistono P; plurirettangoli misurabili tali che: T C S := M By, (uxv)(T) = (uxv)(S)

Se infatti (ILL X V)(T) < oo, Wi, HRU S EM X, : T C UjRij Vi, tali che
(nx v)(T)+ 5 = E(n x v)(Ryg) = (nx v)(U;Ry) = (nx v)(Ni U; Ryj).

Teorema di Fubini I.  SiaSe€ X,.,, S CU;S;, (Lxv)(S;) < oo Vj. Allora
(i) S; € ¥, gqo.xz, SY €%, qo.y

(i) 2 — v(S:), y — w(SY) sno misurabili

(i) (1% ¥)(S) = fy v(Se) du = Jy w(SY) dv

Dimostrazione. Sia S C § = N;P; con (g x v)(S) = (p x v)(9).

L: (uxv)(8) =0 = 0 = (uxv)(S) = [v(S)du = 0=1v(S,) >
v(Sy) qo.x = x— v(S,) é misurabile e (
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2.0 (pxv)(S) < oo = (ux V)(S\S) =0 = I/((S\AS)I) = 0 per quasi ogni
r = S, = 5S: \ ( \S)z € X, go. e v(S;) = v(Sz) g.o.x ¢é misurabile e
pxv)(S) = (uxv)(S) = [v(S:)du= [ v(S;)dp

3.: Sostituendo S, con U;‘ZISJ- possiamo supporre S, C S, 11 e sostituendo .S, con
S, NS possiamo supporre che S = U,S,. Ora, (uxv)(S;) < oo = S, = U(S;),
Y, qo.z, v(S;) = lim;v((S;),) é misurabile e [ v(S,) = lim; [v((S;).) dp
lim, (0 x )(S)) = (0 x V)(S).
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NOTA. L’ipotesi di (i x v) o— finitezza su S ¢ essenziale.
Teorema di Fubini II.  Sia [y, [f|d(xxv) < oo . Allora

(i) * — f(z,y), y— f(x,y) sono sommabili per quasi ogni x, (risp. per quasi
ogni y)

(i) y— [y flz,y)du, z— [y f(z,y)dr sono sommabili e

/Y(/X f(z,y) du) dv = /X(/Y f(z,y) dv) dp = /Xxy fd(pxv)



Dimostrazione. Sia 0 < f = 37, %XS]., S; € X,xy - Intanto,

—_

00 > /Xxyf = X2 nxv)(S) = (nxw)(S) < 0o ¥ =

(Sj)z €, Yy, qo.x

Per tali x le funzioni y — xs,(z,y) = X(s,).(y) sono tutte misurabili e quindi tale
risulta

1
y— f(z,y) Z =xs; (@, y) ZZEX(SJ)Z(@/)
J

Integrando rispetto a y, otteniamo che

/Yf(flr,y)dv = /Y(Z %X(Sﬂm)dv =2

1
7

v((S))z)
é misurabile (in z) e integrando (in x) otteniamo

J st = [ 5 s ) ) dn =

- /. [ v >} dj = ;%www = [ Fduxv)
Analogamente,

L Soxs e ddr = [ rdgxy

Per concludere: [ fd(uxv) = [f*—f7 = [y(fy [fdv)du — [x(fy [~dv)du =
Ix(fy fdv)dp.

NOTA. Lpotesi [x.y |f| < oo é essenziale.

Teorema di Fubini-Tonelli. Sia 4 x v ¢ finita, f u x v misurabile. Allora

/ /|f\du dp < oo :>/ lfldpxv) < oo

e quindi valgono le conclusioni del Teorema di Fubibi II.

Basta osservare che I'ipotesi di o finitezza assicura che, se |f| = 3, %XS]., agli
S; ¢ applicabile il Teorema di Fubini I. La dimostrazione continua come per Fubini II.

NOTA L’ipotesi di o finitezza é essenziale.



AMS5: Esercizi e problemi-IV Settimana

Convergenza in misura. f, converge a f in misura se

pw{lfo—fl>€}) =00 Ve>0

Problema 1. Provare che

[fo—=fl—0 = f,— [ in misura

Problema 2. Provare che

fn— f inmisura = dngy —oo: f,, — f q.o.

Problema 3 (Teorema di Vitali) . Siano f,, sommabili tali che
(1) fn — f in misura

(i) Ye>0,35>0: p(A) <o = sup, [4]fal < €

(#4i) Ve>0,3A. 1 p(A) <oo e sup, [s|fol < €

Provare che f é sommabile e [ |f, — f| — 0.

Problema 4. Siano f,, misurabili, A misurabile di misura finita. Provare che

fo—= [ a0 = p({z e A [fulz) = f(z)] = €}) —n 0

Problema 5 (Teorema di Egoroff). Sia u(X) < co. Siano 0 > f,, misurabili,
fn(z) — 0 Vz. Provare che

Ve > 0,3A. misurabile : u(A.) <e e f, — 0 uniformemente inA\ A,

€

Suggerimento. Provare che Vj, e, In(e,7) : p(Un>n(e,j)1gn > %}) < 57 e considerare
Ae = Uj UnZn(eJ) {gn Z %}

Esercizio 1.  Siano X =Y = [0,1] e siano p la misura di Lebesgue e v la
misura che conta.  Sia D = {(z,z): x € [0,1].

Provare che D é i x v-misurabile e calcolare (X v)(D).

Provare che v(D,) é u-misurabile, che p(DY) é v-misurabile.

By v(Da)dp = Jy p(DV)dv ?



Esercizio 2.  Siano X =Y = [0, 1] muniti della misura di Lebesgue . Siano

1 11 1 1 11 1
To=1[0.=] I =[= =4 =], . I, = [~ 4. 4+ — —+ . +— . neN
0o=10.5Lh =155+ Gttt totomh n

Rj =11 X Ij—b R] = I] X Ij—la ] eN

f — Z 22n_1XRn . 22nXRn
n=1

Mostrare che [y (fy f(z,y)dz)dy, Jo (3 f(z,y)dy)dr  esistono entrambi
ma sono diversi.

Perché non si applica in questo caso il Teorema Fubini-Tonelli?

Esercizio 3. Sia f,(z) = |sin(k,z + t,)["", z € (0,27), k, € N,p, — +o0.
Provare che f,, converge a zero in misura.

Sugg. Confrontare L'({z : |sin(k,z + t,)[P» > €}) con L'({x : |sinz|P» > ¢}

Esercizio 4. Discutere convergenza puntuale, uniforme, in media, in misura,
per le seguenti successioni di funzioni:

(Z)fn(x) - J%—gm% LS (07 1)7 fn(x) = J%—gm% LS (1,—|—OO)
(i1) fo(z) = nze ™", 2 € (0,1), fulz)=nze ™" x e (1,+00)

(iid) fo(2) = 22225 2 € (1,400)

TL4+$27
(i0) fo(2) = Tt ogmrD)

Esercizio 5. Siano f,, ¢ misurabili in R, |f.(z)| < g(z) per quasi tutti gli z.
Provare che

L'({g>¢€}) <oo Ye>0, f,— 0qo. = f,— 0 in misura

Suggerimento. L'({|fn] = €}) = L'({z : [2] < v |fu(2)] 2 €}) + L'({z : 2] >
| fu(z) > €}....

Esercizio 6 Provare che L™ = [" x [™



CENNI DI SOLUZIONE

Problema 1 Segue da [ [f, — f| > en({|fu— | > ¢}).

Problema 2 Sia g, := |f, — f|. Dall’ipotesi:

. 1 1
Vjan; : p{gn = ;}) S5 n2zn
Dunque (Mg Ujsi {gn, > %}) =0. Ma
1 1.
z & Nk Ujzk {gn, 2 3} = 3k gn,(x) < i Viz=k

cioé g, () — 0

Problema 3  Dal Problema 2 segue che f é misurabile e, per Fatou, [, |f| <

sup, [4 |fa] per ogni misurabile A. In particolare, se A, é come in (iii), [ |f| <€
e, per (i), [4|f] <€ se u(A) < d.. Dall’ipotesi (i) segue che

€

1(Ae)

Ine: n>ne=pu{x e Ao |fulz) — f(a)] > } <6

e quindi, per (ii),
sup/ |fn] < € ¥Yn > n,
m JAen

Si conclude che

Jita=sl < [ URl+1 + [ U=+ [ (fl+ 11 <5e
AE Ae\Ae,n Ae,n
Problema 4.  Sia g, := |f, — f|. Sia
1
A()Z:{QZ'EAZ gn—>0} = ﬂj Un ﬂan{a:GA: gkgg}
Dall’ipotesi, essendo p(A) < oo, é:
1
0=n((A\Ag) = p(AN[Y; Ny Upzn {z € A: g > 3}])
e quindi p(Ny, Ugsp {z € A g > %}) =0 Vj. Da pu(A) < oo segue infine
1 1
p{ze A gr > 3}) < p(Ukznfz € A: g > 3})—>0
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Esercizio 1. D =n, UL, =4 L] x [=2 L], Dunque D ¢ misurabile nel
prodotto.
Poi, D) =1, u(DY) =0, [yv(D)du=1%#0= [y u(D")dv.

Esercizio 2. yel, 1, =
1 22n—1 22n 1 1
| teyde=Z———m =0 = [ ([ f@ydrdy =0
1 1 1
mentre oga:gé = / (/ flz,y)dy =1
o Jo

1 1 1 1 1
§<x§1 :>/ flz,y)dy=-2"+2"=0 = / (/ f(x,y)dy)d:z::§
0 o Jo

Esercizio 4 Basta considerare il caso n = m = 1.

Basta provare che L? < L' x L'. Sia A C R? tale che (L' x L')(A) < +cc e sia
quindi A C U;A;x B; C RxR Lebesgue misurabili tali che >, L' (A;) L' (B;) < +oo0.
Siano quindi A; C U;1;;, B; C UgJy; con

Zl(fij) < LHAj) +eaj, Y U(Jky) < LH(Bj) + eb;

per cui A C Uy li; X Ji; e quindi

2(A) <D 0ULy) 1(Jkg) <D (LYA)) + eaj) (LY(B;) + eby) =

ikj j
= Z[Ll(AJ) Z b +L CL] + € Za] '
j j
Prendendo a; = L'(A;), b; = L'(B;) troviamo

L*(A) < (1+€)* > _[L(4)) (L'(By)]

J

e quindi L(A) < (1+ €)2(L' x L)(A).



