AMD5: Tracce delle lezioni- I Settimana

Definizione 1: Misure ”esterne”.

Dato un insieme X, sia  P(X):={A: AC X} linsieme delle parti di X.
Una funzione p : P(X) — [0, +00], si chiama misura (esterna), se (@) =0 e

—+o0
AC U;ﬁ?Aj = p(A) < Z,u(Aj) (numerabile subadditivitd)
j=1

OTA. pémonotona: ACB = A <uB).
Definizione 2: oc—algebre, misure.

Dato un insieme X, una famiglia > di sottoinsiemi di X si chiama o-algebra se
(i) DeX, (i) E€eX=E€X, (i) E; € X=USNE; €%

Una funzione p : ¥ — [0, +00], si chiama misura se:  u(@) =0 e
+o0
E; e, ENE; =0 Yi#j = wUE;)=>Y wkE;) (numerabile additivita)
j=1

OTA. Siccome A\ B = (A°U B)°, M;A; = (U;A5)¢, si ha che

A Be¥Y = A\Bex, A;je¥ = N4 ek

Proposizione 1. Sia p: ¥ — [0, +00] misura. Allora

() ABEY, ACB = pu(A)< u(B)

(ii) A,BeX, ACB, pulld) <400 = u(B\A) =u(B)—ulA)
(111) Ej c 2, Ej - Ej+1 VJ = ,M(E]) — M(U;_:O?E])

(

iV) Ej € 3, Ej+l - Ej vJ, :u(El) < Fo0 = M(E]) - :u(mj_zocl)E])

Infatti,

()-(i) B=(B\A)UA = u(B) =B\ A) + u(A)
(i) E USE; =E U (U}LOT [Eji1 \ Ej]) e Enp=EU (U?:JEJH \ Ej])
(unione disgiunta), e quindi

n

p(Eny1) = p(Er) + ZM(EJ'H \Ej) —u p(Br) + iU(EjH \ Bj) = M(U;F:O?Ej)

J=1 J=1



(1V> Siccome E1 \ Ej C E1 \ Ej+1 e Uj (El \ E]) = E1 \ ﬂjEj, da (11)— (111) segue

p(Er) — p(Ey) — p(Ui(Er\ Ey)) = p(Ey \ NiEs) = p(Ey) — p(MiE;)

Esempi: le misure (esterne ) di Lebesgue e di Hausdorff in RY

Misura di Lebesgue. Qui R = I; X ... x Iy, ; intervalli in R, denota un
rettangolo in RY, e Vol(R) = I(I}) x ... x [(Iy) é il suo volume (I(I):= lunghezza
di I). La misura di Lebesgue LY ¢ definita dalla posizione:

+00
LN(A) :=inf{d_ Vol(R;) : ACU;R;}, ACRY
1

LY é misura (esterna). Infatti, dato A C U;A;, e supposto u(4;) < oo V7,
sia Aj C UZ'RZ'J' con »; VOI(RZJ) < LN(A]) + 2% Allora A C UinZ'j e quindi

Invarianza per traslazione, N-omogeneita.
LN(A+h)=L"(A), LNtA) =t"LN(A) VACRY, he RN t>0
Nota. (i) LV(R) = Vol(R) per ogni rettangolo R (ii) LY non é additiva.

(i) Consideriamo il caso N=1. Sia 4, := (z+Q)N[0,1. E z—y ¢ Q =
A,NA =0, x—ye Q= A, =A,. Poi, dall’assioma della scelta: 3Z C R tale
cheV x: ZN A, é esattamente un punto. Proprietd di Z:

UeqZ+q) =R, i #@=>Z+q)N(Z+q)=0

Sia poi @ : N — Q biiezione, g; := a(j). Da L'(R) < ¥, L'(Z +¢5) = 3, L'(Z),
segue L'(Z) > 0. Siainfine g;, € [0,1] Vk e quindi 2 = L'([0,2]) > LY(UN(Z +4q;,)).
Se L'(UM(Z + ¢i,)) = X7 LY (Z + qj,) = nL(Z), deve essere n < _sz)‘

Misura di Hausdorff. Dati s > 0, § > 0A C R", siano

+o0o
Hg(A) = 1nf{Z(d1am Cj)s cAC U+OOC]', Cj = 6]', diaij < 5}

j=1
j=1

HY(A) = sup Hj(A)

>0

H? é misura (esterna) (detta di Hausdorff s-dimensionale).



Definizione 3: Insiemi misurabili. Sia p misura (esterna) su X. Diremo che
E C X ¢ p-misurabile se p(A) = w(ANE)+pu(ANnE), VAC X

o, equivalentemente, ACE, BCE® = u(AUB) = pu(A)+ u(B)
>, denotera la classe dei p-misurabili.

NOTA. (i) u(E)=0 = EeX,.

(ii) E C R™ é (Lebesgue) misurabile = E + h,tE sono (Lebesgue) misurabile .
Proposizione 1 : ys, € una misura

() Bj € X0, BN By =0 Vi # j = n(UjSE;) = 7257 n(Ej)

(ii) ¥, € una o-algebra

Provadi (i): £ € X,, ANE =0 = u(AUE) = pu(A)+u(E). Dallipotesi segue
quindi p(U E;) = Y7 u(E;),Vn e quindi 7 w(E;) > p(UEYE;) > p(U, E;) =
21 w(E;) vn.

Prova di (ii) : Ovviamente § € ¥, ¢ E € 3, se e solo se E° € 3. Poi
E\,Ey € ¥, = w(A) =pu(ANE) + p(ANEf N Ey) + u(AN Ef N ES)=

= ILL(A N (El U Eg)) + ,M(A N (El U EQ)C) = FUFE, € ZM

In particolare, E.F €3, = E\F = (E°UF)° e, equndi F,:=FE e
Foy i= By \Uj_ Ej sono misurabili. Siccome Uj_, F; = U}_, E; si deduce che
gli F,, sono tutti disgiunti e la loro unione uguaglia I'unione degli F,,. Sostituendo
eventualmente gli £, con gli F},, possiamo supporre gli £ tra loro disgiunti.

Ora, dalla misurabilitd di Uj_, E; segue che pu(A) > p(AN(UYE;))+p(AN(UEY E;)©).
Ma, essendo gli F; misurabili e disgiunti, é p(AN(E1UEY)) = p(ANEL) +p(ANEs)
e quindi, iterando, pu(A N (UTE;)) = X, n(AN E;). Dunque , passando al limite

“+oo
w(A) 2 D WANE) + p(AN (U E) ) > p(AN (UL EY)) + p(AN (VST Eq)°)
i=1
ESEMPIO di un insieme in R che non é Lebesgue misurabile.

E I'insieme Z sopra costruito. Se Z fosse misurabile, sarebbe L'(U;(Z + ¢;)) =
> LY (Z) = 400, mentre U;(Z + ¢;) C [0,2] = L' (U;(Z + ¢;)) < 2.



Sia (X, d) spazio metrico, e sia B la piu piccola sigma algebra che contiene i
chiusi di X ( B si chiama la sigma algebra dei boreliani di X).

Definizione 4: Misure metriche.

Una misura (esterna) p su X si dice misura metrica se
0<d(A,B)= u(AUB) =pu(A) + u(B)
Definizione 5: Misure boreliane.
Una misura (esterna) p su X si dice misura boreliana se B C X,
Lemma . Siano p misura metrica su (X, d), E; C E;; Vj.
Allora d(Eji2\Eji1, EN\Ej1) > 0V 22 = p(E;) — w(U;Ej)
Siccome p(Ej;) < pu(U;E;), basta considerare il caso sup; u(£;) < +oo. Allora

(B2 \ )+ oA p( B\ Ean1) = p(Uj_ [Foj \ Egja]) < p(Fa,) < Sup p(E;) < +o0

ed analogamente p(Es \ Ea) + ... 4 p([Eanyr \ Ean]) < sup; u(E;) < +oo e quindi
5 1([Eyar \ By]) < +00. Da qui

Ui By = Eal(Upzn B \E]) = p(UE5) < il(En)+ ) il[Ei\Ej]) —n sup u(Ey)

i>n

— Gli £} non si suppongono misurabili!
Proposizione 3: i1 metrica = pu boreliana

Sia C' = C un insieme chiuso. Siano A C C, B C C°.

Sia B,:={r€B: d,C)>L. E B=uU,B, perché BC C%eCé
aperto. Inoltre d(Bji2\ Bji1,B; \ Bj_1) > % — jﬁO Vi > 2.

Dal Lemma segue quindi che pu(B,) — p(B) e quindi

n(AUB) = (AU By) = u(A) + p(Bn) — u(A) + u(B)

Proposizione 4: LY é metrica e quindi boreliana.

Infatti, sia 0 < 6 = d(A, B). Dato € > 0, siano R; tali che

o
AUB CUjR;, diamR; < 2 > VolR; < n(AUB) +¢
J



Allora ((A) + u(B) < Xgnazo VOIR; + Xk apzo VOIR; < (AU B) +e.
Proposizione 5. LY é borel regolare:

VACRY 3 BeB: AcBe LNA)=L"B
Infatti LV (A) = LV(N; U; Rij) con A C U;Ry;, S, Vol Ry < LN(A) + 2

J

Proposizione 6: A; CAjy = LN(A) — LY (UjA))

— gli A; non sono supposti misurabili!

Verifica: siano B; € B, A; C B, tali che LN(A;) = LN(B;)).

E A, C N;>,B; e Nj>,B; é famiglia crescente (di misurabili). Dunque
LN(U,A,) < LYN(U, Njsn By) = lim LY (N5, B;) < lim LY (A,,)

Proposizione 6: Approssimazione mediante aperti, compatti

i) VAC RN LN(A)=inf{LY(0O): ACO, O aperto }

ii) VE misurabile : LY (E) =sup{L"(K): K C E,K compatto }

La i) segue dal fatto che vol(R) = vol(int R).

Per (ii), sia dapprima E C B,.

Sia O; aperto tale che B, \ E C O;, con LY (0;) < LN(B,\ E) +
LN(E) + % Sia poi K; := B, \ O;. Allora:

K é un compatto contenuto in E e LV (E) < LY(B, \ O;) + % %

Nel caso generale, se B, denota la palla di raggio n, LY (E N B,) —, LY(FE).
Quindi, se K,, C EN B, é compatto tale che LN(EN B,) < L L s
LN(E) < lim, LN(K,)) < LN(E).

NOTA. Da ii) segue che , se LY (E) < 400, E é misurabile se e solo se
Ve 3IK.CECO.,K. compatto, O, aperto: L"(O.\ K,.) <e

In particolare, ogni insieme limitato di R" e misurabile secondo Peano-Jordan (cioé
OF ¢ di misura nulla) é Lebesgue misurabile e la sua misura (secondo Peano-Jordan)
coincide con LY (E).



AMS5: Esercizi e complementi -1 Settimana

Misura di Hausdorff. Dati s >0, § > 0, A C R" sia

+00
Hg(A) = mf{Z(dlam Cj)s :AC U;;O?C], Oj = 6]', diaij < (5}
Jj=1
HY(A) = sup H3(A)
6>0

(i) Provare che H*® ( misura di Hausdorff s-dimensionale) é misura boreliana.
(ii) H*(rA) =r*H*(A),YAC R",Vr >0

(iii) H5(A) < +o00,t < s= H'(A)=0 e H*(A) >0,t <s= H'(A) = +0
Esercizio 1 . Sia X un insieme .

(i) Per ogni A C X, sia u(A) = numero di elementi di A, se A é un insieme
finito, u(A) = +o00 se A non é finito (u ¢ "misura che conta”) . Provare che p é una
misura sull’insieme delle parti di X.

(i) Dato X, C X, sia 0x,(E) = 1se ENXy # 0, dx,(E) = 0se ENXg = 0.
Provare che dx, € una misura su X e determinarne i misurabili.

Esercizio 2. Dato X, sia ¥ una o-algebra di sottoinsiemi di X, p : ¥ — [0, +-00]
misura, e sia (E) = inf{} pu(A4;) : E C UA;, A; € ¥}
Provare che /i &€ misura (esterna) su X. Provare che che ¥ C ¥, (¥, = o-algebra
degli insiemi ji-misurabili

Suggerimento: E € ¥, A C UjA;, A; € 8= 35 u(A) > i(ANE)+ A\ E)...

Esercizio 3. Sia A C R, L'(A) > 0. Provare che esiste F C A che non é
L'-misurabile.

Suggerimento. Cominciare col provare che Zy C Z, L'(Zy) > 0 = Zy non é
misurabile (Z € il noto esempio di insieme non misurabile..). Provare quindi che

0 < LYAN(Z+q;)) per qualche j
Esercizio 4. Mostrare che non é sempre vero che
E; CR, Ej41 C Ej, L'(E)) < 400 = LY (E;) — L'(N;E;)

Suggerimento. Da Ny, Ujs, (Z +¢q;j) = 0... ove Z € come sopra..



