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Esercizio 1
La soluzione di un’equazione differenziale lineare u'+-a(t)u = b(t) é u(t) = e~ 4@ [b(t)eADat
con A(t) = [a(t)dt

1. In questo caso a(t) =sint e b(t) = (1 + cost)sint. Allora A(t) = [sintdt = — cost.

La soluzione u(t) = 2 + cost + ¢ si ottiene risolvendo l'integrale:

u(t) = et /(1 + cost)sinte” “Stdt

2. In questo caso A(t) = [a(t)dt = [ 2dt = 2Int|. La soluzione u(t) = et—%et—l—i%t%—%—l—c

si ottiene risolvendo:
e~ AW / eA(t)b(t)dt

ossia

1
e~ 2l /tent(et + 1)dt = o) /tQ(et + 1)dt

3. Inizialmente si calcola A(t) = [ —ﬁdw = —z+In(1+4€")+c. La soluzione dell’equazione
é u(x) = 1+1em (=%~ — 1+ ce®) e si ottiene risolvendo u(z) = e~ 4@ [ A@p(2)dx =
er~In(+e?) [emzeatn(i+e) gy 4 ¢ = 151 [e™22(1+ e%)dx

€

Esercizio 2

Per dimostrare che F' é una contrazione consideriamo
d(F(f), F(g)) = d(p,¢) =

1 1
= supzefo;1) lo(®) — Y(2)| = supeepo |1 + /0 ey f(y)dy —1— /0 e‘””yyg(y)dy‘ =

/O 1 ey f(y)dy — /0 1 e‘f”yyg(y)dy' =

= SUPxe[0;1]

= SUPzc(0;1]

/01 e y(fly) - g(y))dy‘ <

1
< SUPefo] /0 e Yy lf(y) —gy)ldy <



<d(f;9)( SUPgelo; 1]/ Wydy) <

1
< d(f;g)/o ydy = %d(f;g)

Esercizio 3

Osserviamo che:

|[(Fx(u)(2) = (Fa(v)(2)| =

e)‘x/ e)‘tu(t)dt—e)‘“/ e)‘tv(t)dt‘ =
0 0

/ e)‘tu(t)dt—/ e/\tv(t)dt‘—
0 0

e /Ox eM(u(t) — v(t))dt‘ <

(&

< / M lu(t) — v(t)] dt <
0
< M supyep u(e) — ()] [ Mt -

= d(u; v)e_)‘x/ eMdt = gy (z)d(u; v)
0

dove g\(z) = e [f eMdt.

Poiché d(Fy(u), Fx(v)) = supzejo) [(Fa(w)(z) — (Fx(v))(@)]

allora d(F)(u), Fx(v)) < (supzeo,9a(z))d(u; v) = kxd(u v)

dove con ky abbiamo indicato sup,e(o,119x(T).-

F é una contrazione per tutti i A per cui ky = supye(o;1191(7) < 1, con gr(z) = x per A =0,
ga(w) = 157 per A £ 0,

Osserviamo che per A =0 F)\ non é una contrazione perché sup,cjo.q )z = 1
Az

Per A # 0 considero gy (z) = l_e)\_m ed osservo dallo studio della derivata prima ¢ (z) = e~

che é una funzione crescente, quindi kx = sup,cpp;119x(z) = ga(1) = 17/6\7A. Affinché F) sia

. e . . . _e—X S
una contrazione * 5— deve essere minore di 1. Per studiare dove 1 — < 1, consideriamo
separatamente i casi A > 0 e X < 0.

A< A, mal—\<e ™ perogni\>0.

Se A < 0, 17f\7A < 1 per quei valori di A per cui 1 —e ™ > \, ossia quando la funzione
h(A) = 1 — X — e~ é positiva. Osserviamo che la derivata prima h'(\) = —1 + e della
funzione h(\) é positiva per ogni A\ minore di zero, quindi la funzione h é crescente per A < 0.
Poiché h(0) = 0, h(\) < 0 per ogni A minore di zero; 1 — A — e~ < 0 e quindi per A\ minore
di zero F) non é una contrazione. Concludendo, F é una contrazione per ogni A maggiore

di zero.



