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Esercizio 1
1. Il polinomio caratteristico associato
P(A) =X —3)+2
ha radici A\; =1 e A2 = 2. La soluzione generale e’ y(z) = c1e” + coe??
2. Il polinomio caratteristico associato

PA) =X +4X+5

ha due radici complesse A\; = e Ao =. La soluzione generale e’ y(x) = cre ¥ cosx +
coe % sen.
3. Il polinomio caratteristico associato
P(A\) = A2 +4\+4
ha radice A = —2. La soluzione generale ¢’ y(z) = cje™2* + coze 2%,
Esercizio 2
Il polinomio caratteristico associato
PA) =X —-)-2
ha radici \; = 2 e A2 = —1. La soluzione generale e’ y(x) = c1e?* + coe™®. Dalle condizioni
y(0) = 0 e ¢/(0) = 3 si ottiene il sistema:
c1+c3=0
201 — Cy = 3
che ha soluzione ¢; = 1 e co = —1. La soluzione del problema assegnato é y(z) = e** — ™%,

Esercizio 3

1. Si cerca la soluzione particolare 7j(x) ponendo () = azz®+as2? + a2+ ag, e si calcola
v (z) = 3azz® 4 2asx + a1 e y"(x) = 6azz + 2as. Quindi 3’ + 7§ = azz® + asx? + (6az +



a1)z + 2as + ag. Dopo aver posto a3z 4 asx? + (6az +ay )z +2as +ag = x> — 2 si risolve
il sistema

azg =1

as =0

6as +a; =0

2a9 +ag = -2

da cui si ottiene ag = —2, a3 = —6, as = 0, az = 1; per cui la soluzione particolare é
y(z) = 23 — 62 — 2

La soluzione dell’equazione omogenea y” +y = 0 é yo(x) = ¢1cosz + casenx; Uinsieme

delle soluzioni é dato da y(x) = yo(z) + 7(x) = cicosx + casenz + 2° — 6z — 2.

2. Si cerca la soluzione particolare y(z) ponendo y(x) = Asenx + Bcosz, e si calcola
v (z) = Acosz— Bsenz ey (x) = —Asenx — Beosz. Quindi i/ +y'+2y = (A— B)senz+

(A + B)cosz = 2cosx. La soluzione particolare é g(x) = senx + cosz. La soluzione

dell’equazione é y(x) = yo(x) + y(x); poiché yo(z) = e_%(clcosﬁx + czsenga:),
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I'insieme delle soluzioni ¢ dato da y(z) = e 2(c1cos5"x + casen 5 x) + senx + cosw.

e?® si procede in modo analogo agli esercizi precedenti e si

2x

3. Dopo aver posto g(z) = A

calcola la soluzione y(z) = ¢1 + c2€5® — Ze

Esercizio 4
La soluzione dell’equazione omogenea é: yo(x) = c¢jcosx + cosenx. per trovare una soluzione

particolare con il metodo della variazione delle costanti si risolve il sistema

{ ccosx + chsenz =0

—cysenx + cycosz = 1/senx

Si trova ¢) = —1, ¢, = cosz/senx; una primitiva di tali funzioni é data da
c1(z) = —z, ca(x) = log |senz|.
Perci6 una soluzione particolare é g(x) = —zcosx + senzlog|senz|. L’integrale generale

dell’equazione data é:

y(x) = cicosx + casenx — xcosx + senxlog |senx|

Esercizio 5

La soluzione dell’equazione omogenea é: yo(x) = c1e** + coe™®. Una soluzione particolare

y(z) = 3e"2? della non omogenea si calcola ponendo () = e®(az2? + a1z + ag) e risolvendo



come nell’esercizio 3. L’integrale generale dell’equazione data é y(z) = c1€%* +coe™® + %xzex.
Dalle condizioni y(0) = 1 e 3/(0) = —1 si ottiene il sistema:

c1+e=1

261 — Cy = -1
che ha soluzione ¢; = 0 e ¢ = 1, quindi la soluzione del problema assegnato é y(z) =

e T+ %xze:”.

Esercizio 6
Per determinare alcune proprietd del grafico delle soluzioni del problema di Cauchy os-

serviamo che la derivata y’ é positiva se
V=~ 4y+3P’=@u-1°y-3°>0

ci6 si verifica se y é esterno all’intervallo [1;3]. Inoltre ¢/ < O0sey € (1;3) ey =0sey =1
oppure se y = 3.Dato che la condizione iniziale é y(0) = 2, per la continuitd di y(z) risulta
y(x) € [1;3] in un intorno di zp = 0 e quindi ¢'(z) < 0 in tale intorno. Pertanto la soluzione
é decrescente in un intorno di x = 0. Ci chiediamo se é possibile che la soluzione diventi
negativa per qualche x > 0. Se cosi fosse, per il teorema di esistenza degli zeri esisterebbe
x1 > 0 tale che y(x1) = 1. Allora la soluzione y sarebbe soluzione anche del problema di
Cauchy

1{?2%—@+W

y(z1) =1

Ma anche la funzione y = 1 é soluzione del problema di Cauchy 1), per il teorema di unicité,
la soluzione é y(z) = 1, in contrasto con y(0) = 2. Quindi y(x) non assume mai il valore 1 e
quindi é tale che y(x) > 1 per ogni z. Analogamente y(x) < 3 per ogni . Tenendo conto della
monotonia, ne segue che y(z) é definita in tutto R ed é limitata su R. Sia [ € [1;2] il limite
di y(z) per x — oo. Dalle condizioni lim, .ooy(x) = I, lime oot/ () = 0, v = (y* — 4y + 3)3
otteniamo (1 —41+3)% = 0, ossia [ = 1 oppure [ = 3. Poiché y(0) = 2 e che y(z) é decrescente,
y(x) converge ad [ per  — +00. Analogamente y(z) converge a 3 per x — —oo. Per lo studio
della convessita si calcola 3’ = 3(y? — 4y + 3)%(2y — 4)y’. Poiché 3y’ < 0, y"(x) > 0 se e solo
se y < 2. La soluzione y é convessa se y(z) < 2, ossia per & > 0 ed é concava se y > 2, ossia

per x < 0.



