AMZ2: Tracce delle lezioni- VIII Settimana
FUNZIONI DI PIU VARIABILI

Una funzione reale di due (od n) variabili reali ¢ una funzione definita in un
sottoinsieme di R? = R X R (rispettivamente, di R* =R x ... x R ) e a valori in
R. Ad esempio, f(z,y) = ax + by (funzione lineare).

In R? , prodotto cartesiano R x R ( insieme delle coppie ordinate di numeri reali,
o vettori v = (z,y)), son definite una struttura algebrica ed una struttura metrica:

STRUTTURA ALGEBRICA in R*:
Se vy = (z1,41), v2 = (22, %2), V1 + U9 i= (21 + X2, Y1 + Y2) (addizione)
Se teR,é t(x,y):= (tz,ty), V(z,y) € R* (moltiplicazione per uno scalare).

STRUTTURA METRICA in R? :
Se v=(z,y), || = Va*+y? (norma di u)

Se v = (21,41), va = (¥2,92), ¢  d(v1,v2) == |[v1 —v2|| (distanza tra vy, vs.)
COMMENTT.
Come noto, R? si rappresenta mediante i punti di un piano cartesiano Ozy.
In tale piano, dato un vettore u, l'insieme R v := {tv : t € R} é l'insieme dei

punti della retta uscente dall’origine O := (0,0) e passante per v. Piu in generale,
{tu+v : t € R} é la (rappresentazione parametrica della ) retta passante per
v e parallela alla retta R w. In particolare, u + v é il punto comune alle rette
{tu#v: teR} e {u+tv: t€R} esichiama traslazione di u lungo v.
||(z,y)|| := v2? +y? ¢ la lunghezza del segmento che unisce il punto u = (z,y)
all’origine (o lunghezza del vettore u), e d(u,v) é la distanza tra i punti u e v.

La funzione distanza soddisfa le proprieta

(i) 0<d(u,v), Yu,veR? d(u,v) =0 & u=v (positivita)
(it) d(u,v) = d(v,u) Vu,v€R? (simmetria)
(i11) d(u,v) < d(u, w) +d(w,v) Yu,v,w € R?* (diseguaglianza triangolare)

Relazioni (di compatibilitd) tra struttura algebrica e struttura metrica :

(0) Aftull =1t ]lu]] VueR? teR (omogeneitd)
(1) |Ju+o|] < ||lul|+lv]] Vu,veR? (diseguaglianza triangolare).



NOTAZIONE.  D:={u: |lu|]| <1}, e ser >0, veR%:
D, :=rD:={ru:ue D} ={u:|lul|<r}, D (v):=D4v:={utv:ueD,}

si chiamano disco di raggio r centrato in zero, e, rispettivamente, disco di raggio
r centrato in v.

SUCCESSIONI CONVERGENTI in R?  u, —u < ||u,—u|| — 0.

NOTA. (i) Se un = (¥n,yn), u= (z,y), allora u, = u & v, =z, yo — y.
Infatti fun —ull® = |z —2* + |ya —yl?

(ii) Uy, converge = sup,, ||u,|| < +oo

DEFINIZIONE (insiemi limitati, aperti, chiusi, compatti)

(i) B C R? ¢ limitato se esister>0: BCD,
(i) O C R? é aperto se YueO Ir>0: D.(u)CO
(i) F C R? é chiuso se F’ éaperto

(ili) K C R? é compatto se ¢ chiuso e limitato

PROPOSIZIONE 1

(i) F C R? ¢ chiuso & (u,€F u,—u = uwerF)

(ii) K Cc R*écompatto < (v, € K = FJu,,ueK: u, — u).

Prova. (i) =: w ¢ F = Jr >0: D.(u) C F' mentre u,, € F N D,(u)
definitivamente. <: Se u ¢ F, deve esistere r > 0 : D,(u) C F’, altrimenti
Vn, Ju, € Di(u)NF . Mau, € FNDi(u) = u, —u = uelF.

(i) = up = (Tn,yn) € K = x,,y, sono limitate e quindi esiste ny, tale che
Tn,s Yn, convergono, diciamo a x,y e quindi u,, converge a u = (z,y) € K perché
K ¢ chiuso.  «: Se K é non limitato, esiste u,, € K con ||u,|| — +oco. Per ogni
estratta u,, ¢ ugualmente vero che ||uy,|| —+ +0o0 e quindi u,, non pud convergere
(sarebbe limitata !). Se K non é chiuso, esiste u ¢ K ¢ u,, € K con u,, — u e quindi
U, non ha sottosuccessioni convergenti in K.



DEFINIZIONE ( di limite)  Siaf: A — R, A C R2, D,(u) = D,(u)\{u}.

Sia ug tale che  D,(up) N A énon vuoto Vr > 0. Allora

lim f =1 < (Ve>0, 36, >0: ue ANDs (ug) = |f(u)—1<e)

uU—uQ

lim f =400 < (VM >0, 3.>0: ue ANDs(ug) = f(u)> M)

uU—uQ

Se D/ NA énon vuoto per ogni r > 0, allora

lim f=1<« (Ve>0, IR >0: uecA, ||lul|]>R=|flu)—1]<e

||| —+o0

f=400 & (YM >0, 3Ry >0: uec A, ||u||> Ry = f(u) > M)

||| —+o0

NOTA. Come per le funzioni di una variabile si vede facilmente che

(i) f halimite [ per u tendente a ug (|u| tendente a +o00) &
(un € A, un # uo, tp =t (|un| = F00) = f(un) — 1)
(ii) (Cauchy) f halimite [ peru tendente a ug &
(Ve >0, 36.>0: w,v€ ANDs. (ug) = |f(u)— fv)| <e)
f halimite [ per |u| tendente a 400 &

(Ve >0, 3R.>0: w,ve A, |ul,|v]|> R = |f(u)— f(v)] <e)

DUE ESEMPI . (i) Sia f(z,y) = - se a?+y? #0.

2 +y2

Dalla NOTA-(i) si vede subito che lim f(u) = f(ug) Vup # 0.  Invece,

uU—uUQ

. : 3 . = _TYy _
}g% flu) e |u‘lir£1roof(u) non esistono:  f(lz,ty) = s
(ii) Sia  f(z,y) = x;’i@’ﬂ se 2%+ y? # 0. Come sopra, 1}1—% flu) =

7 . 2 2+ 2
f(uo) Yug #0. Ed éanche lim f(u) = 0: |5%| < 5l < Y500
alternativamente, in coordinate polari:  |f(rcost,rsint)| = rcos?t|sint| < r.
Infine, ‘u|lir£rloof(u) non esiste: flz,tz) = #jt?) — oo 0
mentre f(te,x) = % oo T



DEFINIZIONE (continuitd) Sia f:A— R, ACR? € A

f  ¢é continua in ug se lim f esistee  lim f = f(uo).
0

uU—uQ

f é continuain A  se é continua in ogni punto di ~ A.
C(A) indichera la classe delle funzioni continue in  A.

TEOREMA DI WEIERSTRASS Sia f € C(K), K CR? compatto.

Allora, 3 wu, weK: -0 < i%ff = f(u), f(@ =supf < 40
K

Prova. Sia  wu, € K : f(u,) —, supg f.  Possiamo supporre, passando eventual-
mente ad una sottosuccessione, che  u, — u  per un u € K. Da f(u,) — f(u)
segue che  supy f = f(u) < 4oc.

UNIFORME CONTINUITA f é uniformemente continua in A  sse
Ve>0,30.>0: (u,vekK, |lu—v|]|<d = |flu)—flv)]<e)

(Heine-Cantor) [ € C(K), K C R? compatto = f é uniforme-
mente continua in K.

Prova.  Semno, Jeg >0, uy, v, € K, |Jun —vp]| < 20 [f(un) — f(vn)] > €0
Passando eventualmente a sottosuccessioni, possiamo supporre che u,, — u, v, — v
per certi u,v € K. Per continuité: |lf(u) — f(v)] > €. Ma |ju—ov|] <

llu — unl|| + ||un — vnl| + ||n —v|] VR = wu=wv, contraddizione.

CONNESSIONE A C R? é connesso per archise Vu,v € A, esiste un
cammino continuo (t) = (z(t),y(t)), =,y € C([0,1]) :

v(t) € AVLe0,1], ¥(0) = (2(0),y(0)) = u, (1) = (z(1),y(1)) =v
Teorema del valore intermedio. Sia A C R?  connesso per archi. Allora

feC(A) = f(A) éun intervallo.

Prova. Sia a = f(u), b= f(v), u,v € A. Siano z,y € C([0,1]) :
1) = (alt).y(t) € A Wi e [ 1], 7(0) = u, ~(1) = v. Siccome ¢ — f(7(t))
¢ continua in [0,1] si ha  [a,b] C fo~([0,1]) (teorema del valore intermedio per

funzioni di una variabile!).



ESEMPI E COMPLEMENTI
1. Siano O,, F,, ac A famiglie di aperti, chiusi. Allora
Ua On € aperto, Na Fo € chiuso.

Infatti, w€ U,Of = Ja:u€eO, = 3 D.(u) C O, C U,Oa.

Poi, (Na Fo) = Uqa FL.
2. A = Np. acr r chiuso £ il pitt piccolo chiuso contenente A, si chiama
chiusura di A. Chiaramente, F é chiuso & F = F.
.ucecAd & FJu, e A:u, — u. Infatti, u € A = D,(u) N A #

Vr > 0, altrimenti 3r > 0: A C D! e quindi u € A C D!, contraddizione. Da
Di(u)NA#0 Vn, segue che esiste u, € A: wu, — u. Il viceversa é ovvio.

4. int A:={ue€ A: ID,(u) C A}, 0A:= A\ int A. Provare che
0A={u: D,(u)yNA#0D+#D.(u)yn A" Vr >0}

Sia u € 0A. Vr > 0,D, N A’ # () perché u non é interno e D, N A # () perché
u € A. Viceversa, D,NA’ # ¥r > 0 = unon éinterno e D,NA # O¥r > 0 = u € A.

5. Sia O aperto. Siano z,y € C([0,1]) tali che (x(0),5(0)) € O, (z(1),y(1)) € 0.
Provare che It € [0,1] : (z(t),y(t)) € 0.

f(z,y) = 11in O, f(xz,y) = 0 in O" é continua in O U O e quindi, se fosse

y(t) = (z(t),y(t)) e OUD VYt e [0,1], sarebbe [0,1] C (f o 7)([0,1]).

6. Esercizio Sia 0 < e CF((—-1,1), ¢0) =1 e flz,y) =

P(2s) se a?+y? —20#0.  Siha:

(i) lim f(u) = f(uo) ¥ uo := (20, yo) con x5 + yg — 2x0 # 0

uU—uUQ

(ii) ulLHL}O fu) = 0V ugy = (z0,90) con zg + y2 — 229 = 0,uy # 0, uy # (2,0)

(iii)  lim f(u) non esiste, se ug é (0,0) oppure uy = (2,0).

uU—uQ

(1) (x"’y”> —n (*7507 yO) = z%izg%zn —n mgfzggomo'

(ii): ‘$2 +?JQ — 2| < |woyo| e |22y| > |woyo| se ‘($—$0)2 + (y—y0)2| <<le

quindi |- f;f_zx\ > 1 e quindi f(z,y) = 0 in un piccolo disco attorno a u.




(iii)  f(x,0) = ¢(0) =1 sez # 0,z # 2 . Ma, siccome z? +y> = r? r
interseca, se r < 2, {(z,y) : 2> + y* — 2z = 0} (circonferenza di raggio 1 centrata
in (1,0)) f vale 0 nei punti di 22 + y* = 72, r vicini a tale intersezione: f prende i
valori 1 e 0 in punti arbitrariamente vicini a (0,0) e quindi non ha limite in (0, 0).
Analogamente in (2,0).

7. Sia ¢ € C*(R), sup,erlel > 0,  flz,y) = @(ar:fi;) se a # 0,
F0.5) = $(£) e y#£0, f0,0)=0. Siha ”

lim f(u) = f(ug) se wup# 0 mentre lir% f(u) nonesiste. Infatti  f(z,mx) =

u—ug
( | arctan m)|
|z[(14+m?)

) — 0 al tendere di x a zero, mentre, per r piccolo

r = rcost,y = rsint, t € (—

w3

) =  sup |f(z,y)] = sup (i) =

22+y2=r? te(-3.3)

bl

)

supg || > 0.

8. Problema Sia f: D, — R tale che lin%(lir% flz,y)), lir%(lir% f(z,y))
y—0 z— z—0 y—

esistano entrambi. Sono tali limiti necessariamente uguali? In caso negativo,
lessere uguali comporta che esiste lir% flu) ?
u—

Risposta: in generale no. Ad esempio, se  f(x,y) = %, 2+ #
0, lir%f(x,y) = 0, Yy # 0 mentre lirr(l)f(x,y) =1 Vy # 0. Ugualmente, il
r— y—

fatto che siano uguali non comporta l'esistenza di lim f in zero, é ad esempio il caso
. 2y
d]' f(xJ y) - z2+y2

9 Continuita. Se f é continua in A, allora le funzioni di una variabile

r— f(z,y), {z: (z,y) € 4}, y— f(z,y), {y: (v,y) € A}

(dipendenti dal parametro y, rispettivamente x), sono continue .
Una funzione f avente tale proprietd si dice separatamente continua in x ed y.

E in generale falso che una funzione, continua separatamente in x, y, risulti
continua 'nel complesso delle variabili’. Ad esempio, se ¢ € Ch(R), ¢(1) = 10e

flz,y) = go(z—;)i se y#0, f(z,0)=0 Vz, f ¢é continua in ogni punto diverso
da (0,0) e separatamente continua in z e y anche in (0,0), ma non é continua in
0,0): f(z,2?%) = % ——0 +00. In particolare,  sup [ = 400 cosa che non

x24y2<r
pu6 accadere se f é continua (od anche solo se ha un limite finito) in zero.



