Esercitazione 11

1 Integrazione di funzioni razionali

Consideriamo il rapportg% di due polinomi di gradih. e m rispettivamente. Per determinare

una primitiva della funziong (z) = ggg possiamo procedere nel modo seguente.

e | passo:Sen > m dividiamo il polinomio P(z) per il denominatoré&)(x) ottenendo

P(x) R(z)
Q(z) Q(z)
doveR(z) & un polinomio di grado strettamente minorerdi Ci siamo quindi ricondotti

a studiare il caso in cui il grado del numeratore sia strettamente minore di quello del
denominatore. Possiamo supporre d’ora in poi che si abkian.

= A(z) +

e |l passo: decomponiamo in fattori irriducibili di primo e secondo grado il polinomio

Q(z). Siha
Q) = clw—a) -+ (w = 1)+ (2 pr )"+ (2 L+ 5)"

dovea, . . ., b sono numeri reali distinti ed i polinom# + px + ¢, ..., 2% + lx + s hanno
radici complesse coniugate non reali.

e |l passo:riscriviamo la frazion Eg (come somma di frazioni pisemplici) nella forma

Plo) A A A B B
Q) clr—a (v—a)? (x —a)* r—0b (x — )P
Kix+ 1, K,z + L, Mix + N; M,x + N,
2+ pr+q (2 + px + q)H* 2 4lr+s (2 +lx + s)¥

Le incognite A;, B;, K;, L;, M;, N; si determinano facendo il comune denominatore e
confrontando i coefficienti del numeratore ottenuto con quelk? @).

A questo punto per trovare la primitiva cercata basta conoscere le primitive delle funzioni

1 1 K L K L
: L B AL Vh > 2.
r—a (x—a) 2®+pr+q (224 pr+q)"




Esercizio 1: Calcolare la primitiva della funzion%.

Sol.: Dividiamo il numeratore per il denominatore ed otteniamo

2 +2x+3 20 + 4
i e
22 —1 2 —1

Il polinomio 2% — 1 si decompone nel prodotfa + 1)(x — 1). Dobbiamo quindi scrivere

2r+4 A n B
2—-1 z+1 z-1

Facendo il denominatore comune si ha
A N B Alx—1)+B(x+1) (A+BJx+B—-A

r+1 z—1 2 -1 2 —1
da cui confrontando i coefficienti come nel passo Il si ricdva —1, B = 3. Dunque

x> 4+2rx+3 2r + 4 —1 3
/ -1 /(+x2—1)x /(+x+1+x—1>dx

=z —log|z+ 1|+ 3loglz — 1|+ C

— . . oy . I2+2x+3
Esercizio 2: Calcolare la primitiva della funzmngm.
Sol.: Dobbiamo decomporre la frazione in una somma del tipo

2 4+2x+3 A B Dx+ FE

P+ @12 -1 @12 2+1

Facendo il denominatore comune si ricava
*+20+3  Alx—-1)(2*+1)+B@*+ 1)+ (Dz+ E)(z — 1)°
(22 + 1)(x—1)2 (x —1)2(x2+ 1)
(A+D)2*+(-A+B—-2D+ E)2*+ (A+ D —-2E)x— A+ B+ E
(z —1)2(z? +1)

da cui il sistema
A+D=0

~A+B-2D+E=1
A+D—2E=2
~A+B+E=3

edivaloriA=—-1,B=3,D=1E=—1.
Possiamo quindi procedere con il calcolo della primitiva

/ 22+ 27+ 3 d / -1 L 3 +a;—1 d
r = r =
(x2+1)(x — 1)? r—1 (z—1)2 22+1

1
=—loglz —1|—-3——+ §log(x2 +1) — arctanx + C

1
rz—1



Esercizio 3: Calcolare la primitiva della funzion&- =22 =0z=1,

Sol.: Osserviamo come prima cosa che il polinomio al numeratote- 922 + 9z + 1 ha
grado maggiore di quello al denominatore, quindi procediamo con la divisione:

312 — 922 4+ 9x + 1 3z +1
=3r+ —-—
2 —31x+2 2 -3z +2

Inoltre il denominatore si decompone nel proddgtto- 1)(x — 2). CerchiamaA e B tali che

e+l A B
2—-3r+2 -1 x-—2

Dunque

3r+1 A B Alx —2)+ B(x—1) (A+B)rx—2A—-B
2 - + = =
*—=3r+2 x-—1

r—2 22— 31+ 2 x2— 31+ 2
dacuiA = —4, B = 7. Si ottiene pertanto

/3x3—9x2+9£+1dx_/ 8+ —4 n 7 dr —
x2 — 31+ 2 - r—1 x-—2 -

3
:§x2—4log|x—1|+7log|x—2|—|—C

2 Integrazione per sostituzione: casi particolari

Analizziamo ora alcuni tipi particolari di sostituzioni che permettono di ricondurre il calcolo di
alcuni integrali all'integrazione di funzioni razionali.

e Funzioni razionali in sinz, cos z: Per quanto riguarda questo tipo di integrali la sosti-
tuzione da effettuare la seguente:

r = 2arctant

In tal modot = tan  edr = # dt. Dalla trigonometria ricaviamo I'espressione del

seno e del coseno in funzionetdi

sinx—Qsinzcosx —2tanxcoszx = 2t
N 2 72 2 2 142

o T . 9T 9 T A
cosx = cos” = —sin” = = (1 —tan” =) cos” = =
2 2 ( 2) 2 1412

Si ricava quindi

. 20 1—¢*\ 2
/R(smx,cosac)dx:/R<1+t271+t2) 1+ 2 dt

che a questo punto siridotto all'integrale di una funzione razionaletdi
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e Integrali di differenziali binomi: Sono integrali di funzioni del tipa™ (a + bx™)P con
a, b numeri reali non nulli en, n, p numeri razionali tali che sia intero almeno uno jra
e mT“ La sostituzione che riconduce la funzione integranda ad una funzione razionale

nei due casi rispettivamente:

— 2 = t¥ conk minimo comune multiplo dei denominatoridi en. In questo caso la
funzione diventa una funzione razionale nella variabéd il suo integral& dunque

facile da calcolare.

— a + bx" = tP> dovep, e il denominatore db. Con questa sostituzione la funzione
da integrare si riconduce ad una funzione razionale, gascha

tP2— 1
dr — b2

= dt
nbt/n(tr2=1 — q)

e dunque l'integrale diventa

/[Em(a + bl‘n)p dr = / %tﬁl"‘pz—l(tpg . a)%_l dt

dz.

Sol.: Tramite la sostituzioné = tan g si ottiene

1 1 2 1

: 2
sinx 1+t21—|—t 2

Esercizio 4: Calcolare[

_1
sinx

dx.
Sol.: Tramite la sostituzioné = tan 7 si ottiene

1 1 2 2 1 1
dr= | ———dt= | ——=dt = —+t—— | dt =
/cosx v /ﬁl—i-t2 /1—152 /<1+t+1—t)

1+¢2

Esercizio 5: Calcolare|

1
Ccos T

:log]l—i—ﬂ—1Og|1_t‘+C:\t:an% log\l—i—tan%—log|1—tan§]+0

t

Esercizio 6: Calcolare[ /z(1 + /z)? da.
Sol.: Poniamar = ¢2. Allora si hadz = 2tdt e

/\/E(1+\/E)3dx= /\/?(1+\/§)32tdt: /t(1+t)32tdt —

2 3 4 5 23 34 65 £
= [ (24680 + 66"+ 26%) dt = S+ St B o+ O =,

2 3 6 3
:§x\/§—l—§x2+g$2\/§—l—%+0



3/
Esercizio 7: Calcolare[ 1/;% dx.
Sol.: Poniamol + /= = t. Allora si hatz=%/*dz = 3t*dt e

/{’/T / 12t2 —1)3dt = /12153(153—1) dt =

= / (12t6— 12¢%) dt = =3O =

4

:172(m)7_3(m> e

3 Altri esercizi svolti

.. . s . 3 2
Esercizio 8: Calcolare la primitiva della funzmnﬁ%&;l.

Sol.: Osserviamo anzitutto che il grado del numeratsdrettamente minore di quello del
denominatore. Il polinomia? + 1 non ha radici reali. Decomponiamo quindi la frazione:

3 4+3x2+1 Az +B N Dz + FE
(2 +1)2 2241 (22 +1)?
Facendo il denominatore comune si ottiene
Azr+B Dx+FE (Az+B)(a*+1)+Dx+FE Az’ +Ba*+ (A+D)x+B+E
2+1 (22 +1)2 (22 +1)? B (22 +1)2

dacuisiricavanoivalordi =1,B=3,D = -1, E = —2.
Possiamo dunque calcolare la primitiva

/x3+3x2—|—1d /:v+3d +/ —x —2 d
—dr = | ——dx ——dx =
(224 1)2 2?2 +1 (22 4+ 1)?

1, 11 1
:§log(a: +1)+3arctanx+§m2+1 Q/de:

_ L (22 + 1) + 3arctan Ll o L ctane) 0=
= - x r T+ = = —ar T =
20g areta 222 +1 222 +1 g MM

1—2x

C
a:2+1+

1, 1
=3 log(z® + 1) 4+ 2 arctan x + 3

Esercizio 9: Calcolare| —— du.

Sol.: Tramite la sostituzioné = tan 3 si ottiene

1 1 2 2
o dr= 2t 1—¢2 2 dt = —zdt:
sinx 4+ cosx W+W1+t 20+1—t¢

—2

:/(t+1+\/§)(t+1—\/§)

dt
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Con gualche calcolo si vede che se

2 A B

U1 (11432 t+1—v3
alloraA = 1/v/2, B = —1/+/2. Quindi
/ 2 _/ 1/v2 " —1/V2

= -+ [ R —
20+1-¢ t+1++2 t+1—+2
(log\t—i—l—k\/ﬂ—log\t—i—l—\/§]>+C—

_|t:tan %

!
V2

Xz
—7<log|tan——l—1+\/_| log|tan§—|—1—\/§|>+0



