IX ESERCITAZIONE DI AMI1B

In questa lezione trattiamo l'integrazione di funzioni razionale. Alla fine daremo l’e-
sempio di una funzione derivabile non C*.

1. INTEGRAZIONE DI FUNZIONI RAZIONALI

Siano
A(Z) = apa™ + Qo1 2™ T+ ag
B(x) = bpax™ 4 by_12" 1 4 -+ + by
e consideriamo Alx)
x

definita su {x € R|B(z) # 0}. Diamo un algoritmo per il calcolo di una primitiva della
funzione razionale.

Passo I. Se n = 0 la funzione f ¢ un polinomio di grado m ed ¢ immediato trovare

una primitiva. Se invece n > 1, ci si riduce al caso m < n eseguendo la divisione di A(x)
per B(x). E si ottiene

A(z) R(x)
) M)
B T B
e dunque una primitiva di f si ottiene sommando una primitiva di A;(z) ed una di ggg

dove ora il nimeratore ha grado strettamente minore del grado di B(z).

Passo II Si calcolano ora le n radici complesse, contate con la loro molteplicita, di
B(z). Poiché B(z) ¢ a coefficienti reali se z = a4 i ¢ una sua radice allora anche il suo
coniugato z = a — i3 lo &, con la stessa molteplicita. Inoltre si ha

(z—(a+if))(x = (a—if)) = (v - a)’ + 4
Indichiamo con x;, i = 1,...,r, le radici reali di B(z) e con k; le rispettive molteplicita.
Econzj=a+ifez; =a—i3,j=1,...,s, indichiamo le radici complesse coniugate
con rispettive molteplicita h;.
Passo III Supponendo by = 1, come si pud sempre ottenere dividendo denominatore e
numeratore per by, scriviamo il polinomio B(z) nella forma

Bz)=(zx—z)" .. (z—2.)"((x —a1)? = )" ... ((x — a)? — 3?)
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dove k1 +---+ k., +2hy + -+ - + 2h, = n. Quindi la funzione razionale si pud decomporre
nella forma

R(z a a
@ __an o _am
B(z) (x— 1) (x — x4k
T I
(x — x,) (x — )k
P11T + q11 P1m T + qin,
ot +o 4.
(x — o)+ 57 ((z — a1)?+ 87
Ps1 + gds1 Psh, T + qsh,
+...+ +...+
(z — a,)? + B2 (v — ag)? + B2)"=

dove a;;.pi;, ¢i; sono numei reali da determinare. Moltiplicando ambo i membri per B(z)
si ottiene un’uguaglianza tra i polinomi. Uguagliando i rispettivi corfficienti otteniamo
un sistema lineare che é sempre risolubile e che fornisce gli n numeri cercati.

Passo IV A questo punto per calcolare una primitiva di f basta saper calcolare, per
ogni a,p, q, T, a, f € R, le primitive

/ L A / prt4q dz
(= o)" ((z — )+ 32)
Il primo integrale indefinito ¢ elementare
a aln|z —xo|+¢, ser=1;
/(m—xo)T:{am—i—c ser > 1.

Per il calcolo del secondo integrale indefinito abbiamo

/ prtq . w=atsr pla+ ft)+q
((z—a)?+ B2 B B (1 +¢2)r

p t pa+ q 1
= dt dt
32r—2 / 1+ 2) T 32r—1 / 1+ )

Bdt

Si e usato dx = fdt.
Si vede facilmente che

/ t ” ln(Ht V4o, ser=l;
—  dt = 1—r

(L+¢2)r (1;2) —+c ser>l.
Si ¢ usato [ ]{/(t) = )}(t)n - per n > 1.

Mentre per calcolare f i HQ si ponga

dt  aptait | d [y gt? TP+ by gt 4+ by
(L+#2)r 1+ dt (1+ )1
Uguagliando e moltiplicando ambo i membri per (1 + ¢?)" otteniamo

(ag + art)(1+2)"" 4 ((2r — 3)bog,st™ 4 -+ b)) (L +12) — 2t(r — 1) (bg,3t™ > 4+ + by) =1

Dall’uguaglianza dei polinomi si ottengono 27 equazioni in 2r incognite. Da qui si ricavano
a; e b; (non verifichiamo la risolubilita del sistema). Si osservi che sicuramente a; = 0 in
quanto ¢ il coefficiente di t*"~1. Sicché, si ottiene
/ dt bop 1t 4 by ot? 2 4o 4 by
(

Tﬁ)’" = qp arctant + D +c
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Naturalmente vi saranno altri coefficienti che si annulleranno ma non ci addentriamo nei
conti che poi verranno fatti di volta in volta.
A questo punto risostituendo ¢ con £=2 si ottiene la primitiva voluta.

B
Esempio 1.1. Calcoliamo
dt
[ e
Da quanto detto sopra scriviamo
1 _agtait d [bit+bo
(1422 1+ +£{ 1+ 12 }

sicché moltiplicando ambo i membri per (1 + #2)? si ottiene
1 =(ag + at)(1 + %) + by (1 + %) — 2t(byt + by)
:a1t3 + (ao - bl)t2 + (a1 - 2b0)t + ag + bl

da cul ricaviamo il sistema

CZ1:O
ao—ble
a1—2b0:0
a0+b1:1
Sicché
dt arctant t
/1+t2_ TR

Esempio 1.2 (funzione derivabile non C'). Una funzione derivabile si dice C* se la sua
derivata & continua. Diamo ora un esempio di una funzione derivabile non C'. Si consideri

[ a%sin(1/z), x#0;
Se x # 0 si ha
f'(x) = 2wsin(1/z) — cos(1/x)
mentre per x = 0 si ha
f(0) = glﬂlg(l] @ = i{%xsin(l/x) =0

Ma lim,_.o f/(x) non esiste.



