ESERCITAZIONE XII

Nella presente ed ultima lezione svolgeremo esercizi di vario tipo.

1. ESERCIZI

Esempio 1.1. Studiare la funzione

.Z‘et

—dt
t
STUDIO DEL SEGNO: in z > 0.

flz) >0 x>1

foy<0ex<l

f(1)=0
ASINTOTI: Poiché lim,_,., % = 00 si ha
+oo et
1 li = —dt =
1) i fe) = [

e quindi non esiste asintoto orizzontale.
L’asintoto verticale ¢ la retta x = 0 in quanto, poiché % non integrabile in 0, si ha

Lt
lim f(z / —dt = — lim ? = —00

z—0 z—0
Il limite obliquo non esiste in quanto
T et
T <dt e’
lim —f( ) = lim —fl L i

= lim — — 4+
r—4o00 I r—+400 xT T——+00 T

dove nell’ultimo passaggio si utilizzato de L’Hopital (si osservi che per (1) si ha una fiorma
indeterminata del tipo %
CONTINUITA E DERIVABILTA La funzione ammette derivate di ogni ordine.
MASSIMI E MINIMI: .

e

f(x)=—>0Vx

x

Quindi f é una funzione crescente.
CONVESSITA N . N
n, o €Tw—e® e B B

Inoltre f”(z) > 0 se e solo se © > 1. Sicché si ha che f & concava per z < 1 e convessa
per x > 1. In z = 1 ha un punto di flesso con tangente data dalla retta

y—f) =)= -1)
y=e(r—1)
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Esempio 1.2. Determinare quante soluzioni reali ha ’equazione
73— 22 4+5=0

Poiché lim, ., f(x) = —o0 e lim, . f(z) = 400, allora, per il teorema degli zeri,
esiste almeno una soluzione /.
f'(z) = 32z*> — 2 e dunque f'(z) =0z = :l:\/7

Inoltre f”(x) = 6x e quindi f”( \/j —6[ <0e f"( \/> 6[ > (. Sicché in

r= —\/g si un punto di massimo ed in x = \/; si ha un punto di minimo.

Si ha che i valori assunti nei due punti sono

Da un semplice studio del grafico si vede che quindi la soluzione ¢ unica.

Inoltre f(—3) = —16 < 0 e f(—2) = 1 > 0. Quindi per il teorema di esistenza degli
zeri si ha che la soluzione & nellintervallo (—3,—2). Da cui si ricava che la soluzione &
compresa in (—3,—2).

Esempio 1.3. Determinare gli eventuali punti di massimo e minimo della seguente

funzione 2

y—1—0—|—10—]lnx! vz e (0,2)

Osserviamo che la funzione é derivabile per ogni x # 1. Se > 1, allora
2

yZT—O—l-lO Inx

e dunque y' = £ — 1. Allora ¢/(z) = 0 < 2 = £ + /5 ma queste soluzioni non sono
accettabili. Dunque ¢ < 0 in (1,2).
Siaorar<1=y= f—;+10+lnx.
/ T 1 /
y =g+—:>y >0Vze(0,1)

Il punto di massimo & dunque M = (I, 11001)

Mentre non esiste il minimo assoluto ma 1’estremo inferiore é —oo.

Esempio 1.4.

/log(x +V1+ 22)dx = zlog(z + V1 + 22) — /

x x
1+ dx =
£L‘+\/1+l'2( \/1—1—352)

x Vit
xlog(x + V1 + 22 —/ dr =
3 ) x+\/1+I2( \/l—kx2 )

T

Poniamo 1 + 2% = y e dunque dy = 2xzdx. Allora 'integrale diventa

zlog(x + V14 2?) — /2\/_
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rlog(z + V1 +22) — V1 +22+c.

Esempio 1.5.

arctan x 9 arctan x
————dzr = arctanz — | ————dx
1+ 22 1+ 2?2

da cui segue

X = +c

/ arctan arctan?
1+ a2 2

Esempio 1.6. Calcolare
. e™VT _ gin® \/T — cosx1
G 2z
Consideriamo gli sviluppi in ¢ = 0 delle unzioni elementari in gioco

t2
et:1+t+§+o(t2)

Per t = z+/x si ottiene
3

eVT =1+ 2vT + — + o(z?)

2
: t? 4
smt:t—€+0(t)
Per t = /x si ha
2
sin\/_:\/g—%i—i-o(x):singﬁ:x x—xf+0(x3)
t? 5
cost:1—§+0(t)
Per t = z1 )
cos(zi) =1— - f—l—o(w“i)

Sicché calcoliamo
. 1+m\/5+%3—m\/5+9327‘/5—1+3627‘/5+0(x3) . a:z\/i—l—g—ko(x?’)
lim = lim

z—0 IL‘2\/§ z—0 1’2\/5

Esempio 1.7 (funzione integrabile non assolutamente integrabile). Si consideri

T gin
1 x

=1

Esso ¢ integrabile, infatti

Si osservi ora che

e quindi esiste 'integrale
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T ginx T cosx
=cos]l — 5
1 T 1 x

| sin z|

ne segue che

Proviamo ora che

X

/2(k+1)7r |SiI1£L’|
2km z

non ¢ integrabile in (+1, 00).
Per ogni k € N consideriamo

Risulta

/2(k+1)7r | Sinx| . 1 /2(k+1)7r | ‘ |
SMT| = —————
okm X - 2(k' + 1)7T okm (k + 1)'/T

e dunque

I | sin x| S anm |s1n:r| 2 <
im = -

c—oo Jq x -

*MH

™

2



