AM1b - Teoria dei limiti, a.a. 2002/03

Comm. Prof.ssa Silvia Mataloni

Prova d’esame del 14 luglio 2003 [Soluzioni]

ESERCIZIO 1

Studiare al variare di a e b € R la continuita e la derivabilita in x = 1 della seguente

funzione: .
952——|-1’ sex >1,
flx) =
ar + 2b, se v < 1.
Svolgimento

Studio della continuita di f in z = 1.

Si ha:
f(1)=a+b,
linlai flz) = lix{li(ax +2b) = a+ 20b,
1 1

lim f(z) = lim ==

z—1+ o1+ 12 +1 2

1

Quindi, f ¢ continua in x =1 per ogni a,b € R tali che a + 2b = 3.

Studio della derivabilita di f in z = 1.

Si ha:
lim flz)— f(1) — im ax + 2b —a — 2b
z—1— rz—1 z—1— z—1
= lim —a(a:— D = a;

e—1- (x—1

_f1 —— — (a+2b
lim flx) = f(1) — i 2t ( )
r—1+ x—1 z—1t+ Tz —1
1 1
—  Jim &L 2
z—1+ x—1
. x?—1
= lim —
a1t 2(x —1)(x2+ 1)
) z+1 1
= lim ———m— = ——.
a1t 2(x2 4 1) 2

1



2b = 3 b=1
Quindi, f ¢ derivabile in = 1 per a,b € R t.c. {a + 2 & { 2
a=— a

[N

ESERCIZIO 2

Calcolare il seguente limite:

[Suggerimento: sin (rx) = —sin (7x — 7).
Svolgimento
Si ha:
1—a? -
im — T~ lim (1 - 7)1 +7)
z—1 sin (7x) z—1 —sin (1 — )

~ lim (1+2z)(x—1)
z—1 sin (m(x — 1)

e

a—1\ 7 ) sin(n(z—1)

sin
usando il limite notevole: MY per y — 0.
Y

ESERCIZIO 3

Studiare la seguente funzione:
F(z) = =l

e disegnarne un grafico approssimativo.
Svolgimento

La funzione e definita su tutta la retta reale ed & sempre positiva.
Inoltre f(z) e continua per ogni x € R,
Poiché

) 2 -1, sex<—lex>1,
|z — 1] = )
1—27, se—1<x<1,

si ha:

f(a) et ger < —lex > 1,
T =
et ge 1 < < 1.



lim f(z) = lim ™ = +o0.
r—+o0 r—+o0

Non vi sono asintoti.
Studiamo la monotonia della funzione e cerchiamo eventuali punti estremali.
La funzione ¢ derivabile in ogni x € R\{—1,1}; T punti x = —1 e = = 1 sono punti

angolosi. Si ha:

f(x) = (2 +1)e” o1 sex < —lex>1,
(—2z + 1)e "+ se —1 <z < 1.

Da cui: .
f'(x) :O<:>x:§,

fllz) >0 xe (—1, %) U (1, 4+00).

¢ un punto di massimo locale per f.

DN | —

Quindi il punto z =

Studiamo la concavita della funzione.

Si ha:
() = (2z+1)242)e” ! sex < —lex>1,
(422 — 4z — 1)e ™ +2H1 ge — 1 <z < 1.
Da cui:
1 V2
" _0<:> - __ Y=
@y =0en=3 Y2
1 2
f”(x)>0<:>:ce< 00, ——\/7— U (

\)

/s

2

Quindi il punto z = e un punto di flesso per f.

N —



ESERCIZIO 4

Calcolare il seguente integrale:

Svolgimento
Si ha:

0

J

(ME]

sin® z dz.

L : 2
/ sin"xdr = / sinz(1 — cos” ) dx
0




