DIDATTICA GUIDATA GE2: PRODOTTI SCALARI E FORME
QUADRATICHE

Esercizio 1. SuR? siconsiderila formaquadratica
q(®) = X2 — X2+ X2 +2X, X5 + 85 X0 X;3

(dove{e;,es,e3} éla basecanonicae T = X;e; + Xoe2 + X3€3).

(i) Sideterminiunabasediagonalizzantgper g contenentd vettoee; + e;.

(i) Sideterminiunabase{i,j,k} che sia ortonormalerispetto al prodotto scalae
standad edinoltre diagonalizzanteer q.

(iii) Sideterminiun sottospaziovettorialedi dimensionelueW C R? tale che ¢/W
sia definitanegativae si dimostriche non esistoncsottospazdi dimensioneluesui quali
q é definitapositiva.

Soluzione (i) Basediagonalizzanteontenent&; + es:
e +es, e, 3e+8'%;
(ii)

Si calcolala matricedi ¢ rispettoalla basecanonicae si determinanaggli autovalori.

Questisono:

-1, 2, -2
Tre corrispondentautovettori di lunghezzauno costituisconainabaseortonormalediag-
onalizzanteperyq.

(iii) SUW =< e;,e; > q énegativadefinita. SiaV’ un sottospaziali dimensionedue
sul qualeq sia definitapositiva. Perla formuladi Grassmanmlim(W N'V) > 1. Ma

alloraesisterebben vettorenonnullo  in W NV e perz si avrebbeg(z > 0, ¢(T) < 0:
assurdo.

Esercizio 2. Sia{i,j, k} unabaseortonormaleper R® munitodel prodottoscalae stan-
dard, (ad esempida basecanonica).
(i)Si determinino,scrivendonda matrice associatarispetto alla base{i, j, k}, tutte le
formebilineari simmetritie
G:R*xR® > R
soddisfacentalle duecondizioniseguenti:
- i vettorii, j, k sonoisotropi rispettoa 3,
-ivettori(i +j), (i + k), (j + k) sonoa duea dueortogonalirispettoa 3.
(iiy Tra le formebilineari simmetrihe precedentise ne scelgauna non degenee e la si
indichi con 3y. Sirisponda,fornendomotivazioniadeguate alle domandeseguenti:
- Esisteper 3¢ unabaseortonormalediagonalizzanteontenent@almenounodeitre vettori

27 (i +), 2+ 1), 27+ K)?
- Esisteper fy unabaseortonormalediagonalizzante?

Soluzione Sia(b;,,) conl,m = 1,2,3 la matricesimmetricaassociata S (rispettoalla
base(i, j, k)). La condizionechei, j, k sianovettoriisotropidi 3 equivalea
b1y = bao = b33 = 0.
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Le altre condizionirichiestesonoequialentialla condizione
bi2 + b1z + b2z =0

Ponendgercomoditédi scritturau = bya = bay, v = byz = bsy, t = bz = b3 Otteniamo
chela matriceassociata unaformag é deltipo

0 wu v
By, = u 0 —u—v
v —u—v 0
(i) Il determinantelellaprecedentenatriceé 2uv(—u — v), quindiperfissareunaformaj
nondegenerebastafissareu, v nonnulli etali cheu + v # 0. Supponiamali averefissato
tali valori e consideriamainodeitre vettori

2E(+)), 27E(+k), 27+ K),

adesempidl primo. La ternadelle componentdi questovettorerispettoallabasei, j, k €
2-3 (1,1,0). Affinchéun vettoreappartenga unabaseortonormalediagonalizzantger
B la ternadelle suecomponentideve esseraun autovettoredella corrispondentenatrice
B, ., cioésideve avere

(1,1,0)By,» = A(1,1,0),
perundatoautovalore\ di B,, ,,. Poiché

(1,1,0)By,p = (u,u, —u)
sideve avere

(u,u, —u) = A(1,1,0).

Ci6 é possibilesolosew = 0 e quindi 5 € degenere.Lo stessaagionamentwale per gli
altri duevettori. Conclusionenessunaleitre vettoripuéfar partedi unabaseortonormale

diagonalizzanteli 3 (hondegenere).
(i) Si, peril teoremaspettrale.



