AMS5: Esercizi e problemi 14.12.01

Misure assolutamente continue, singolari
Esercizio 1

Siano u, v, A misure finite su X. Provare che
(i) se p é v—regolare , v ¢ assolutamente continua rispetto a y se e solo se
Ve>0,30 >0: u(E) <d=v(F)<e
(ii) v assolutamente continua e singolare rispetto a u = v =0
(iii) v, A singolari rispetto a u = v + A & singolare rispetto a p.
1 (iiii)2 se v = vi.+ v Vi, assolutamente continue e v singolari rispetto a p, allora

— 2
Ve, Vs = V.

yac - Yac' Vs

Esercizio 2

Sia o la misura di Lebesgue-Stieltjies associata ad f (f continua e non decres-
cente). Provare che yy ¢ assolutamente continua solo e solo se f & assolutamente
continua. Dedurre che f trasforma insiemi di misura nulla in insiemi di misura nulla
se e solo se f e assolutamente continua.

Spazi di Hilbert

H denota uno spazio di Hilbert, con prodotto scalare < .,. >.

Esercizio 1

Provare che
() <,y >= 0= [|a + 3|2 = [la][* + [ly
(i) [|z +y[l* + ||z — y[[* = 2(|[=|[* + [|y[|*), Vz,y € H

(iti) ||lz — al[® + [|z — b||* = 2(|*5*|]* + [|= — *32[|*,Va, b,z € H




Esercizio 2

Dato A C H, provare che {z € H :< z,a >= 0,Va € A} & un sottospazio di H
lineare e chiuso.

Esercizio 3

Sia V la varieta lineare in H generata da n vettori hq, ..., h,. Provare che V &
un insieme chiuso.

Esercizio 4

(i) Siano ey,...,e, vettori ortonormali in H, cio¢ < e;,e; >= d;;. Detta P la
proiezione ortogonale sulla varieta lineare generata dagli e;, provare che

n
Px=2<:c,e,->ei,V$€H

i=1

(ii) Dedurre da (i) che, se {e; : j € N} & un sistema ortonormale, cioé < e;, e; >=
dij, allora 352, | < z,e; > |* < ||z]|*,Vz € H.

(iii) dedurre che , per ogni x € H, < z,e; >— 0 al tendere di j all’infinito

(iiii) dedurre che, per ogni x € H, esiste lim,, oo >0 | < T,€; > €;

(v) Provare che z = lim,, 100 21y < ,€; > €;,Vo € H se e solo se la varieta
lineare generata dagli e;, 7 € N ¢ densa in H

Esercizio 5

(i) Provare che \/g sin nt, \/% cosnt,n € N sono sistemi ortonormali in L2([0, ]).
(ii) Dedurre che [y sinktf(t) —x100 0,Vf € L*([0, 7]
(ii) Dedurre che [,e™®dz — 0,YA C [0,7] misurabile. Dedurre che , se ng <

N1, I'insieme {z € [0, 7] : sin(ngz) converge } & di misura nulla.



Spazi LP
Esercizio 1

Sia [ : LP — R lineare. Sia
IT(f) :==sup{l(¢) : 0 < ¢ < f, ¢ misurabile },Vf € L? f > 0.
Provare che I*(f) := 1T (f*) — T (f7),Vf misurabile, & lineare.

Esercizio 2

Provare che f € LP(R"), [ga f® =0,V9p € Co(R™) = f =0

Esercizio 3

Sianopi>1,pil+...+pil %
1

U1 BIP)P < (LAY (A7

< 1. Siano fi,..., f; misurabili. Provare che

Esercizio 4

Siano 1 < p < ¢,7 € [p,q],1 =
misurabile si ha

+ %’9 € [0,1]. Provare che per ogni f

hSEESS

([l < (fIrmE(f1ans
Esercizio 5

Data f Lebesgue misurabile in R", h € R", sia f,(x) = f(z — h). Provare che
(i) fn © misurabile

(i) f e LP = fo€ L7 e |[fllp = |[fnll
(iii) hj = 0= [|fo, = fI| =0



Esercizio 6

Data f Lebesgue misurabile in R", ¢ > 0, sia fi(z) = f(tx). Provare che
(i) f; & misurabile
@) feLlr=fieLe|filly=1"7[[fl,

Esercizio 7

Siano f, € LP(X) tali che sup,, [x |fa|? < +00. Provare che liminf|f,| € LP,
mentre puo accadere che [limsup |f,| = +o0.

Esercizio 8

Sia u(X) < +oo. Siano 1 < s < t. Provare che f € L' = f € L*. Provare
che linclusione L! C L° & stretta. Provare che l'inclusione L' C L° & falsa se
p(X) = +oo.

Esercizio 9

Sia pu(X) < +oo. Data f misurabile, tale che ¢ > 0 : |f(z)| < ¢ per quasi
tutti gli z. Posto ||f||e := inf{c > 0 : |f(z)| < ¢ per quasi ogni z} , provare che
11l =pst00 [[f]loo-

Esercizio 10

Sia f, € L?(R"™). Provare che se
fn — f quasi ovunque e [|f,[? — [|f|?, allora f, converge ad f in LP.

Esercizio 11

Sia f(z) = 1/m,m € R. Provare che

(i) f € LP? se e solo se p = 2
(ii) fx x[-1,1) € LP se e solo se p > 2.



Misure assolutamente continue, singolari: suggerimenti

1. Per contraddizione: provare che esistono ¢y > 0, E; v-misurabili, con pu(E,) <

L ¢ considerare N, Uj>n Ej...

on

2. Se py e assolutamente continua, usare la rappresentazione di f mediante pf
e Radon-Nikodym.., se f e assolutamente continua, argomentare direttamente. Poi,
osservare che dire che f trasforma insiemi di misura (di Lebesgue) nulla in insiemi
di misura (di Lebesgue) nulla, equivale a dire che p; & assolutamente continua..

Spazi di Hilbert: suggerimenti

5. Posto A := {z € [0,7] : Flimgsinngz} = {z € [0,7] : Ilimg cosnyz} e
¢(z) := limgsinngaxa(z), ®(x) = lim,cosngzxa(x), usare (i) con f = ¢ ed il
fatto che ¢ + 1? = xa.

Spazi L”: suggerimenti

9. ¢> [|fllo = (JIfIP)? < eu(X)7 e c<[|fllo= nl{lf]|>c} > 0.

10. Provare che si puo assumere p =1, ||f,|| = ||f|| = 1. Indicata p la misura
di Lebesgue, provare quindi che

Ve>036>0: pld)<é = limnsupAIfn|§1—AC|f|S€

Analogamente se A = By con R abbastanza grande.



